éléments de corrigé du concours général de maths 2011 .
Il peut subsister des erreurs, des simplifications possibles et dans I'avenir des
modifications.

exercice 1
6
>
7
5 5

¢

@ 9
6

On peut toujours positionner la barre comme indiqué sur la figure ci-dessus.
0 croit (quand le point de contact avec le bas se déplace vers la droite)

de 6o tel que cos 6o = gé 01 tel que sin 01 = >

7
asin9+7cose=6,donca=6_7,—cose.
sin 6
6-7cos0 7-6cos0

Soit f(0) = o alors f’(0) = - >0, donc f est croissante sur [0 ; 01]

in20
Quand 6 augmente, a augmente.

La hauteur 5 du rectangle donne la condition 7 sin©® + acos 0 <5

soit 7 sin © +6-7_ﬂc056 <5
sin
Soit g(0) =7 sin O + MCOS 0,alorsg’'(0) =14 cos0-6 + C_OS 0 (7-6cos0)>0
sin 0 sin? 0

sur [Bo ; 01], donc g est croissante sur [0 ; 01].

g(00) < 5etg(01) 25, doncil existe un unique Ou dans [6o ; 61] tel que g(Om) =5

g étant croissante, on doit prendre 6 < 0y, sinon on dépasse la largeur 5.

La fonction f est croissante, donc le maximum de f(0) avec la barre contenue dans le colis
sera atteinte pour 6 = Ou.
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7sin 0y +acosBy=5 a’-49

Owm vérifie donc le systeme {a sin B+ 7 cos 8 = 6 ° ce qui donne 64 - 35

De cos”x + sin?x = 1, on déduit que (5a - 42)2 + (6a - 35)2 = (a? - 49)?2
Apres développement, a* - 159a? + 840a - 588 =0

On cherche a écrire I’équation sous la forme (a? + t)? = P(a) ou P est un polynéme du
second degré a discriminant nul, pour le mettre sous la forme d’un carré.

(a2 +t)?2 = a* + 2ta? + t? donc I'’équation s’écrit (a? + t)2 = (159 + 2t)a? - 840a + 588 + t2
A =8402 - 4(588 + t2)(159 + 2t) . Une programmation sur calculatrice montre que A
s’annule pour t =- 42 . 0On reprend I'équation avec t = - 42.

(a2 - 42)2 = 75a2 - 840a + 2352
(a2 - 42)2 = 3(5a - 28)?2

donca?-42= \/E(Sa -28) oua?-42=- \E(Sa -28)
Or pour des considérations d’aire, 7a < 30, donc a <5, donc la seule équation possible

est la premiére soit a? - 5\/§a + 28\/§ -42=0

5Y3-4243-11243
2

A=243-112\/3, donc a=

= (0,83 (I'autre solution est > 5)

exercice 2

1.a.C(1,24)=7 , C(1,25)=3 et C(1,2,3,4,5)=15.
b.Si M = C(ay,...,a;) , alors on peut obtenir toutes les nombres de 1 a M avec les termes
avec ay,...,dj.
Siaj+1 2 M + 2, alors on ne peut pas obtenir M + 1, donc C(ay,...,.aj+1) =M

Siaj+1 =M + 1, toutes les sommes de 1 a M sont obtenues avec aj, ...,
M + 1 est obtenue avec aj+1 et pour 2 <k<aj;1, M+ k=(M+k-aj1) +aj

donc on obtient toutes les sommes de 1 a 2M + 1, donc C(ay,...,aj+1) = 2M + 1

Siajp1<M+1,pourls<k<aji,M+k=(M+k-aji) + aj+1, donc on obtient
toutes les sommes de 1 a M + aj+1 , donc C(ay,...,aj+1) = M + aj+1

donc C(ay,...,a) # C(a1,..,aj+1) © a1 <M+ 1
Le maximum sera atteint avec aj+1 = M + 1, auquel cas C(ay,....,aj+1) =2M + 1
c. D’apres la question précédente,

sian 2 C(ay,....,an-1) + 2, alors C(ay,...,an) = C(ay,...,an-1)
sinon C(ay,....,an) = C(ay,...,an-1) + an

1 1 11
2(2-1<1) 3(1+2) 2 3
4(4-3<1) 7(4+3) 5 3 resteinchangécar5-322
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d. Montrons que la capacité maximale pour n piéeces est C(1,2,2%,...,2"1) avecn > 1
Montrons par récurrence que C(1,2,22,....,201) =20 -1
P(1) estvraie car C(1) =21-1
Supposons P(n) vraie : C(1,...,2»1) =20 -1
alors C(1,....,2M) =C(1,....,.2™1) + 2n=2x 2n -1 = 2n+1 - 1 et P(n+1) est vraie

Montrons par récurrence que pour tout naturel n non nul, C(a,....,an) < 2" - 1, quel
que soit (at,....,an).

P(1) estvraie car C(1) <21 -1

Supposons P(n) vraie, C(ay,...,an) < 2" - 1, pour tout n-uplet (ay,...,an)

soit (by,...,bn+1) un n+1-uplet, alors d’apres la question 1b),

C(b1,...,bn+1) < 2C(by,....bn) +1<2(2n-1) + 1 <201 -1

et P(n+1) est vraie.

2 La meilleure distribution semble étre:
pour le vendeur: (1,2,...,2P-1) avec une capacité de rendu de 2r - 1
pour 'acheteur : (2p,2p+1,....,2p*0-1) = (2P X 1,2P X 2 ,...., 2P X 2n-1)
C(1,....,2m1) =2n - 1, donc 'acheteur va pouvoir donner toutes les sommes de la forme
2p xK,avec Kentiertelque: 1 <K<2r-1.
Soit 2P(K - 1) et 2P X K, deux sommes consécutives payables par I'acheteur avec K > 1
Sila somme est 2P x K -1, le vendeur rendra 1
Sila somme est 2P X K - 2, le vendeur rendra 2
Silasommeest2Px (K-1)+1=2PxK-(2P-1),levendeur rendra 2pr - 1
Donc le vendeur pourra rendre la monnaie sur toute somme payable par 'acheteur

La capacité commune est donc 2P x (2" - 1)

Montrons que c’est la meilleure.

Soit (vy,...,vp) de capacité M et considérons la distribution (M+1, 2(M+1),,....., 2™1(M+1))
pour 'acheteur et notons Cwm la capacité commune.

Cu(M+1, 2(M+1),....., 2™1(M+1)) = (M + 1)(2" - 1) par un calcul analogue a ce qui
précede.

Pour une autre distribution (a1, ...., an),
Cwm(ay,...an) = Cm(ay,..,an-1) si an2Cum(ay, ..,an1) + M + 2
= Cm(ay,..,an-1) + an Sinon

On montre par récurrence sur n: « V (ai,...,an) , Cm(as,...an) < (M + 1)(27 - 1) »
P(1) estvraie, car Cu(a1) sM+ 1,V a;
Si P(n) est vraie, soit (by,...,bn,bn+1) ,
Cm(by,.....bn+1) < Cum(by,.csbn) + M+ 1< (M +1)(2"-1)+ (M +1) < (M + 1)(27)
et2n<1+2 +...+2n=2m1-1 etP(n+1) est vraie

Soit donc (vy,...,vp) et (ay,....an) deux distributions quelconques
On pose M = C(vy,...,vp) 2P -1
Cm(ay,...,an) < Cu(M+1,...,(M+1)2n1) = (M+1)(2" - 1) s 2r(2n - 1)
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exercice 3

1) On note E = {z2 / z € Uz}
2ikm 2ikm 2i(k—n)m

2
Soit Z € E, alors Z:zzz[ez'lj =e" avec 05k<2n—-1si k=2n,Z=¢ "

doncZe Upet E c U,

2ikx 2ikz )2
RéciproquementsiZe Uy, Z=e¢ " :(ez’l) avec0<ks<n-1<2n-1
doncZe E,etU,cE

Donc E = Uy.

2ikm 2i2k)7
SoitZe Uy, Z=e" =¢ ?» ,avecO<k<n-1,donc0<2k<2n-2<2n-1

donc Z € U3y, donc Un  Ugzy.

2) a) f(z2) = f(f 0 f(2)) = f o f(£(2)) = (£(2))?
b) f(z) = f(z)) = f(f(z)) = {(f(Z)) = 22 =22 = z=+7
f(1) = f(12) = (f(1))2, donc f(1) = 0 ou f(1) = 1, mais f(1) € Uzn, donc f(1) = 1

1=1(1)=f((-1)?) = (f(-1))? ,doncf(-1)=1ouf(-1)=-1
Supposons que f(-1) =-1, alors f(f(-1)) = f(-1) , donc 1 = f(-1) contradictoire
doncf(-1)=1

K Jk ke 2ikm
3)sinestpair,n=2k, soit z=e?=e?*=¢ " =e¢? etk<n<2n-1,
doncze Uznetz2=i2=-1

réciproquement s’il existe z € Uy tel que z2=-1
2ikm i2ik7zf
z=e? donc 77=e " =€" avec 0<k<2n-1

ZTH =n + 2k'n, d’oun(1 + 2k’) = 2k, donc n est pair .

Soit donc n pair, et z € Uz, tel que z2 = - 1. Supposons qu'il existe une fonction f
solution, alors f(z?) = (f(z))?, donc (f(z))?=f(-1) =1

doncf(z)=1ouf(z)=-1

Sif(z) =1=f(1),alorsz=+1, contradictoire avec z2 = - 1

Sif(z) =-1,z2=1(f(z)) =f(-1) = 1, contradictoire

doncil n’y a pas de solution f.
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2irm 2ikrm 2i(2k)m
4)Sin=3k,soit z=e3 =e " =e 2" ,
alors z € Uz, car on peut vérifierque 0 sk <2n-1
etz3=1

réciproquementsiz3=1avecz# 1l etz e Uz,
2ikm ikm i3km

alors z=e?" =e" donc 7°=e " =1=¢""

donc%k=2k' ,maisO<k<2n-1 (k#0carz#1) ,donc0<§<2,

donc0<k’'<3,donck’=1ouk’'=2
Sik'=1,3k=2n, donckest pair = 2K, et n=3K
Sik'=2,3k=4n,donck=2K, donc 3K=2n, puisn = 3K’

2im 4ir
Soitn=3ketz# 1tel quez3= 1alors zeU3\{1}={e 3 e’ }

Supposons qu'il existe f solution
z* = 7, donc f(z*) = f(z) , donc f(z2)? = {(z), puis f(z)* = f(z)
f(z) € Uzn, donc f(z) # 0, donc f(z)3 = 1, donc d’apres Us, f(z) = z ou f(z) = z?
sif(z) = z, alors {(f(z)) =f(z) ,donc z? =z,doncz=0carz # 1, impossible car z3 = 1
si f(z) = z2 = {(f(z)) , alors f(z) = z impossible
ou f(z)=-z ,soitz2=-z,doncz=00uz=-1,impossible

5) a) Uy est un ensemble fini a n éléments (n impair)
Montrons que si z # ', alors g(z) # f(z') par la contraposée.
Soientz et z’' € Uy tel que g(z) = g(z') , donc tel que z2 = 7’2
alorsz=z'ouz=-7
Maisz etz € Uy,doncz"=1et (-1z')"=-1 (nimpair), donc z = - z’ est impossible
doncz =17

Les n éléments de U, ont pour image n éléments tous 2 a 2 distincts, donc tout
élément de U, admet un antécédent unique par g, donc g est bijective.

b) Soitgo=glofog ,¢estbien une fonction de U, dans U,
En effet, siz € Un, g(z) = 2% € Uy, etf(z?) =f(z)? € U, d’apres la question 1)
opop=glofogoglofog=glofofog
Soitz e Uy, g(z) =z%€ Uy, etfofog(z)=1f(f(z?)) = z* et gl(z*) =z2carz? e U,
donc@o ¢ (z) =z? pourtoutz e U,,doncpoo@p=g

c) On définit f par f(z) = ¢(g1(z?)) pour tout z € Uzn,
f est une fonction de Uz, dans U, < Uz,
z2e€ Un,gl(z?) =7 € Unavecz?=z% (avecz=7"size Up)
f(z) = ¢(z) € Un , donc g*((f(2))?) = f(2)
donc f(f(z)) = (g™ ((f(2)?) = 9(f(2)) = 9 0 ¢ (z) = g(2z) = 2" = 22
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d) il suffit de trouver une fonction ¢ de Us dans Us, telleque po @ =g

Onnote u, =¢ ° ,ke{0,1,2,3,4} , en particulier up = 1

On cherche une application ¢ de Us dans Us, telleque po@p=g.

g(uo) =uo, donc @ o ¢ (uo) = uo
g(u1) =uz,donc@o ¢ (ui) =uz

(1)
(2)

g(uz) =us,donc@o ¢ (uz) =us (3)

g(uz) =u1,donc@o ¢ (uz) =uz
g(us) =uz,donc @ o ¢ (us) = us

(4)
(5)

Si @(uo) = uy, alors @ o @(uo) = e(u1) , donc @(u1) = uo, et @ o e(u1) = e(uo) = u1.
Donc @(uo) # ui. De méme avec les autres u;, donc @(uo) = uo .

Pouri # 0, @(u;) = uj est impossible car alors @ o @(ui) = u;
¢@(u1) = uz donne @ o @(u1) = @(uz) # uz, donc e(u1) # uz
donc @(u1) = uz ou us
Si @(u1) = us, alors (2) impose @(u3z) = uz

Si @(u3) = uz, alors (4) impose @(uz) = uz

Si @(uz) = u1, alors (3) impose @(u1) = us, donc uz = us contradiction

De méme @(u1) = us aboutit a une contradiction, donc ¢ n’existe pas, de méme que f.

e) Sin =9 = 3k, on a vu précédemment que f n’existe pas.

2ikm

sin=7,onnote u, =e 7 ,ke{0,1,2,3,4,5,6}

g(uo) = uo
g(u1) = uz
g(uz) = us
g(us) = ue
g(usa) =u1
g(us) = us
g(us) = us

Il suffit de définir ¢ par ¢(uo) = uo

¢(u1) = ug
¢(uz) =w
¢(us) = us
¢(us) = uz
¢(us) = ue
¢(ue) = u3

On vérifie que @ o @ = g, puis on définit f(z) sur U4 par f(z) = ¢(g1(z?))

G.Petitjean
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