
QUESTIONS DE PROGRAMMATION

Un réel 0 < r < 1 étant fixé, on définit deux suites

(An)n∈ et (Bn)n∈ par la donnée de

A0 = 1, A1 =
−2(1+ r2)

r
, B0 = 0, B1 = 1

et les relations de récurrence suivantes :

∀ n � 2, An =
2n(1+ r2)

r(2n− 3)
An−1 −

2n+ 1

2n− 5
An−2,

Bn =
2n(1+ r2)

r(2n− 3)
Bn−1 −

2n+ 1

2n− 5
Bn−2

ainsi qu’une suite réelle (an)n∈ définie par la donnée de

deux réels a0 et a1 et la relation de récurrence suivante :

∀n � 1, r(2n+3)an+1−2n(1+r2)an+r(2n−3)an−1 = 0.

On suppose connues des variables globales contenant

les valeurs r, a0 et a1. Écrire des procédures d’argument

n ∈ qui retournent les valeurs de an, An et Bn.

Un espace euclidien E de dimension 3 est rapporté à

une base orthonormée B. Le déterminant de Gram d’un

triplet de vecteur est défini par

Γ(x1, x2, x3) = Det
�
� xi | xj �

�
1�i,j�3

.

Le volume du parallélipipède formé sur quatre points A,

B, C et D est égal à

���Γ(AB,AC,AD)
��

et il est nul si, et seulement si, les quatre points A, B, C et

D sont coplanaires.

1. Écrire une procédure , prenant en arguments

les les coordonnées relatives à B des quatre points A, B, C
et D (écrites sous forme de listes) et retournant le volume

du parallélipipède.

☞ Utiliser .

2. En déduire une procédure , prenant en

argument les coordonnées relatives à B des quatre points

A, B, C et D et retournant un booléen égal à true si, et seule-

ment si, les quatres points sont coplanaires.

On considère une famille réelle (uk,q)0�k�n+1,q∈
qui vérifie les conditions aux limites suivantes :

∀ q ∈ , u0,q = 20 et un+1,q = 100,

un+1,0 = 100 et ∀ 0 � k � n, uk,0 = 20

ainsi que la relation de récurrence :

∀ q ∈ , ∀ 1 � k � n, uk,q+1 =
uk−1,q + uk+1,q

2
.

1. Déterminer A ∈ Mn( ) et B ∈ Mn,1( ) telles que

∀ q ∈ ,




u1,q+1

.

.

.

un,q+1



 = A




u1,q

.

.

.

un,q



+ B.

2. Écrire une procédure d’argument q ∈ qui retourne

sous forme d’une liste les valeurs (uk,q)1�k�n.

On définit deux suites réelles (an)n∈ et (bn)n∈ par

la donnée de a0 = a et b0 = 1 et la relation de récurrence

suivante.

∀ n ∈ , an+1 =
1

2

�
an +

1

bn

�
,

bn+1 =
1

2

�
bn +

1

an

�
.

Écrire une procédure d’argument n ∈ qui retourne

le couple (an, bn).

Écrire un algorithme qui calcule la plus petite solution

strictement positive de l’équation

sin x+
x

10
= 0.

On vérifiera que cette solution est comprise entre π/2 et π.

Pour tout n ∈ ∗, on pose

Sn =
n�

k=1

(−1)k+1

k3
.

Écrire une procédure d’argument n ∈ ∗ qui re-

tourne la valeur de Sn.

La suite (bn)n∈ des entiers de Bernoulli peut être

définie par la donnée de b0 = 1 et la relation de récurrence

∀ n � 1, bn =
−1

n+ 1

n−1�

k=0

�
n+ 1

k

�
bk.

Écrire une procédure d’argument n ∈ qui retourne

la valeur de bn.
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On considère les matrices

A =
1

2




0 1 0
1 0 1
0 1 0



 et X0 =




1
2
0



 .

Pour tout n ∈ , on pose Xn+1 = AXn. Écrire une procé-

dure d’argument n ∈ qui retourne la matrice X2008.

Soit A = (ai,j)1�i,j�n, une matrice triangulaire supé-

rieure inversible. Pour tout w = (w1, . . . , wn) ∈ n, le

système

Au = w

admet donc une, et une seule, solution u ∈ n. Les com-

posantes de u vérifient donc

un =
1

an,n
wn

∀ 1 � � < n, u� =
1

a�,�

�
w� −

n�

k=�+1

a�,kuk

�
.

Écrire une procédure d’arguments A et w ∈ n et qui re-

tourne u ∈ n.

Étant donnée une matrice inversible A ∈ Mn( ), on

construit de proche en proche une famille

�
A0 = A,A1, . . . , An

�

de matrices

Ak =
�
Ak[i, j]

�
1�i,j�n

qu’on suppose toutes inversibles en effectuant les opéra-

tions suivantes :

∀ 1 � k < n, ∀ k < i � n, Li ← Li −
Ak[i, k]

Ak[k, k]
Lk.

On définit alors une matrice triangulaire supérieure U(A)
en posant

∀ 1 � i � j � n, U(A)[i, j] = An[i, j]

et une matrice triangulaire inférieure L(A) en posant

∀ 1 � i � n, L(A)[i, i] = 1,

∀ 1 � j < i �, L(A)[i, j] = An[i, j].

On peut démontrer que A = L(A)U(A) et qu’une telle fac-

torisation de A, dite factorisation LU, est unique.

Écrire une procédure dont l’argument est la matrice

A, qui donne la valeur An à la variable et qui ne retourne

aucune valeur. (L’argument est passé par adresse et non

pas par valeur.)

On considère une matrice tridiagonale inversible

A =





b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3

cn−1

an bn





∈ Mn( ).

On pose δ0 = 1, δ1 = b1 et on définit δk pour tout

2 � k � n par la relation

δk = bkδk−1 − ck−1akδk−2.

Si tous les réels δk sont différents de 0, alors la ma-

trice A peut s’écrire comme le produit LU d’une matrice

triangulaire inférieure

L =





d1 c1

cn−1

dn





où

∀ 1 � k � n, dk =
δk

δk−1
,

par une matrice triangulaire supérieure

U =





1

��
��

��
��

��
�

�2

�n 1




.

Écrire une procédure d’arguments A et w ∈ n qui

retourne l’unique solution u ∈ n du système

Au = w

calculée au moyen de la factorisation A = LU.

Soit k ∈ ∗. On suppose données une suite (An)n∈
de matrices inversibles de Mk( ) et une suite (bn)n∈ de

vecteurs de k.

Quels que soient n0 ∈ ∗ et a ∈ k, il existe une, et

une seule, suite (Xn)n∈ de vecteurs de k qui vérifie la

relation de récurrence

∀ n ∈ , Xn+1 = AnXn + bn

et telle que Xn0 = a.

Écrire une procédure ayant pour arguments deux en-

tiers n et n0 et un vecteur a ∈ k et retournant la vecteur

Xn ∈ k.

☞ On supposera connues deux fonctions

A = [k �→ Ak] et b = [k �→ bk]

qui seront traitées comme des variables globales.
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On considère la procédure suivante dont les argu-

ments sont a ∈ et b ∈ .

☞ On rappelle que est un booléen qui est vrai

lorsque la variable est un entier impair (=odd) et faux sinon.

Exprimer simplement la valeur de f(a, b).

Soient a et b, deux réels fixés avec a �= 1. On considère

une suite u définie par la donnée de u0 ∈ et la relation

de récurrence suivante.

∀ n ∈ , un+1 = aun + b.

1. Écrire une procédure d’argument n ∈ qui

retourne la valeur de un. (On considérera a et b comme

les valeurs de deux variables globales.)

2. On démontre que

∀ n ∈ , un =
b

1− a
+ an

�
u0 −

b

1− a

�
.

En déduire une procédure d’argument n ∈ qui

retourne la valeur de un. Cette procédure est-elle plus ef-

ficace que la procédure ?

3. Que faire pour obtenir une procédure réellement plus

rapide que ?

Pour tout n ∈ ∗, on pose

ϕn =

�
z �→ an2z+ b

n(n+ 1)(cz+ d)

�
.

On considère alors une suite (qn)n∈ ∗ définie par la don-

née de q1 ∈ et la relation de récurrence suivante.

∀ n ∈ ∗, qn+1 = ϕn(qn).

En supposant définies quatre variables globales

contenant les valeurs de a, b, c et d, écrire une procédure

d’arguments q1 ∈ et ε > 0 qui calcule les valeurs suc-

cessives de qn jusqu’à ce que la variation entre qn+1 et qn

soit inférieure à ε et retourne la dernière valeur calculée.

Pour toute matrice A ∈ S2( ), on note ϕ1(A), la qua-

drique représentée par l’équation

�
x y

�
A

�
x
y

�
− z2 = 0

dans un repère orthonormé de 3.

1. Déterminer la forme de l’équation réduite de ϕ1(A)
en fonction des signes de det(A) et de tr(A).

2. Écrire une procédure d’argument A qui retourne la

nature de quadrique ϕ1(A).

1. Étant donnée une suite (an)n∈ de réels positifs, on

définit trois suites (pn)n∈ , (εn)n∈ et (An)n∈ par la

donnée de

p0 = 0, ε0 = 1, A0 = a0

et la relation de récurrence suivante.

∀ n � 1, pn =

����
pn−1 + 1 si An−1 � pn−1,

pn−1 sinon,

εn =

����
εn−1/2 si An−1 � pn−1,

εn−1 sinon,

et An = An−1 + anεn.

En supposant que a0 = 1 et que

∀ n � 1, an =
9

4(n+ 1)
,

écrire une procédure d’argument n ∈ qui re-

tourne la liste

�
[0, p0, ε0, A0], . . . , [n, pn, εn, An]

�
.

2. La suite (pn)n∈ étant définie comme à la question

précédente, on admet qu’on peut définir une suite stricte-

ment croissante d’entiers (nk)k∈ en posant n0 = 0 et

∀ k ∈ , nk+1 = min
�
n > nk : pn = 1+ pn−1

�
.

En supposant que

∀ n ∈ , an =
1

n+ 1
,

écrire une procédure d’argument n ∈ et qui

retourne la liste

�
[0, n0], [1, n1], . . . , [q, nq]

�

où q est le plus grand entier k tel que nk � n.
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On fixe x ∈ et, pour tout n ∈ ∗, on pose

un =
(−1)n

n
.

On définit trois suites d’entiers naturels (pn)n∈ , (qn)n∈
et (sn)n∈ ∗ et une suite réelle (Σn)n∈ par la donnée de

p0 = q0 = 0 et Σ0 = 0

et la relation de récurrence suivante.

∀ n ∈ ∗,

������������

si Sn > x :






qn+1 = qn + 1
pn+1 = pn

sn+1 = 2qn+1 − 1

sinon :






qn+1 = qn

pn+1 = pn + 1
sn+1 = 2pn+1

et Σn = Σn−1 + usn+1 .

Écrire une procédure d’argument n ∈ qui retourne

la liste [s1, s2, . . . , sn].

Pour tout x > −1, on pose

f(x) = x

�x

0

et

1+ t
dt.

1. Pour xk = k/n avec k ∈ , la méthode des trapèzes

donne

yk =
k

n

�
1

2n
+

k−1�

i=1

ei/n

n+ i
+

ek/n

2(n+ k)

�

pour valeur approchée de f(x).
Pour xk = k/n avec −n < k � −1, la valeur appro-

chée devient

yk =
−k

n

�
1

2n
+

−1�

i=k+1

ei/n

n+ i
+

ek/n

2(n+ k)

�
.

Écrire une procédure d’arguments (m,n) ∈ ∗ × ∗ qui

retourne la liste (yk)−n<k�m.

2. Pour tout n ∈ , la fonction f admet un développe-

ment limité à l’ordre n au voisinage de 0 :

f(x) =
n�

k=2

λkx
k + O(xn)

où λ2 = 1 et

∀ k � 2, λk+1 =
1

k!
−

k− 1

k
λk.

Écrire une procédure d’arguments n � 2 et qui retourne

la partie régulière du développement limité à l’ordre n de

f(x) au voisinage de 0 sous la forme d’un polynôme en

l’indéterminée .

On considère une suite (un)n∈ qui vérifie la relation

de récurrence :

∀ n ∈ ∗, (n+ 1)un+1 + nun − un−1 = 0.

Écrire une procédure d’arguments (n, x, y) ∈ × 2 qui

retourne la valeur de un lorsque u0 = x et u1 = y.

Les polynômes de Tchebychev (Tn)n∈ sont définis

par la donnée de T0 = 1, T1 = X et la relation de récur-

rence

∀ n ∈ , Tn+2 = 2XTn+1 − Tn.

Écrire une fonction d’argument n ∈ qui re-

tourne l’expression développée du polynôme Tn.

1. On considère la fonction f définie par

f(x) =
1

x− �x� .

Pour tout nombre irrationnel x0 > 0, on admet qu’il existe

une suite (un)n∈ définie par u0 = x0 et

∀ n ∈ , un+1 = f(un).

On pose alors an = �un�. (La suite (an)n∈ ainsi définie

est le développement en fraction continue de x0.)

Écrire une procédure d’arguments x0 et n ∈ qui

retourne la valeur de an.

☞ Utilise pour calculer la partie entière.

2. On définit deux suites (pn)n∈ et (qn)n∈ par

p0 = a0, q0 = 1, p1 = a0a1 + 1, q1 = a1

et les relations de récurrence suivantes :

∀ n � 2, pn = anpn−1 + pn−2,

qn = anqn−1 + qn−2

et on pose

∀ n ∈ , rn =
pn

qn
.

Écrire une procédure d’arguments x0 > 0 et n ∈
qui retourne la valeur de rn.

On considère trois suites réelles (xn)n∈ , (yn)n∈ et

(zn)n∈ définies par la donnée de

x0 = y0 =
1

2
, z0 = 0

et la relation de récurrence couplée :

∀ n ∈ ,






10xn+1 = 7xn + 4yn + 5zn
10yn+1 = 3xn + zn
10zn+1 = 6yn + 4zn

.

Écrire une suite d’instructions permettant de calculer le

triplet (x2010, y2010, z2010).
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1. On considère les instructions suivantes.

Quel est la valeur affichée lors de l’exécution de ces ins-

tructions ?

2. Expliquer comment modifier ces instructions pour

calculer la valeur de

8�

k=0

(−1)kk!

10k+1
.

Étant donnée une matrice A ∈ S++
n ( ), il existe une,

et une seule, matrice triangulaire supérieure T sont les co-

efficients diagonaux sont positifs telle que

A = tTT.

Cette factorisation est la décomposition de Choleski de la

matrice A.

Réciproquement, si la matrice A peut être factorisée

de la sorte, elle est symétrique et définie positive.

1. Traduire l’équation A = tTT sous la forme d’un sys-

tème triangulaire.

2. Écrire une procédure d’argument A ∈ S3( ) et re-

tournant la matrice T ∈ M3( ) dans le cas où A est définie

positive, et un message d’erreur dans le cas contraire.


