QUESTIONS DE PROGRAMMATION

Centrale 2006 MP

Unréel 0 < r < 1 étant fixé, on définit deux suites
(An)nen et (Bn)nen par la donnée de

Exercice 1

-2(1 2
Ao =1, A1:¥, Bo =0, Bj=1
et les relations de récurrence suivantes :
2n(1 +12) 2n+1
>2 = A1 ——A._
vz An r2n—=3)"""  n—5"" %
B ~ 2n(1+12) _Zn—i-]B
" y2n—3) "' 2n—5 "2

ainsi qu’une suite réelle (a, )nen définie par la donnée de
deux réels ag et a; et la relation de récurrence suivante :

Va1, r(2n+3)ani—2n(1+r?)an+r(2n—3)an_q = 0.

On suppose connues des variables globales contenant
les valeurs 1, ap et a;. Ecrire des procédures d’argument
n € N qui retournent les valeurs de a,,, A, et By,.

CCP 2006 MP

Un espace euclidien E de dimension 3 est rapporté a
une base orthonormée %. Le déterminant de Gram d’'un
triplet de vecteur est défini par

Exercice 2

F(X1,X2,X3) = Det( <Xi|xj > )1<i,j<3'

Le volume du parallélipipede formé sur quatre points A,
B, Cet D estégal a

\/| r(AB, AC, AD)|

et il est nul si, et seulement si, les quatre points A, B, C et
D sont coplanaires.
1. Ecrire une procédure volume, prenant en arguments
les les coordonnées relatives a % des quatre points A, B, C
et D (écrites sous forme de listes) et retournant le volume
du parallélipipede.

¥ Utiliser 1inalg[det].

2. Endéduire une procédure siCoplanaires, prenant en
argument les coordonnées relatives a % des quatre points
A, B, C et D et retournant un booléen égal a true si, et seule-
ment si, les quatres points sont coplanaires.

Exercice 3 CCP 2006 TSI

On considére une famille réelle (uy, q)o<k<n+1,qeN
qui vérifie les conditions aux limites suivantes :

VgeN, upq=20 et uni1,4 =100,

Unt1,0 =100 et VO<k<n, ugo =20

ainsi que la relation de récurrence :

Uk—1,q + Uk+1,q

1. Déterminer A € 9, (R) et B € M, 1 (R) telles que

U, q+1 Ut,q

vV qeN, =A + B.

Un,q+1 Un,q

2. Ecrire une procédure d’argument q € IN qui retourne
sous forme d'une liste les valeurs (uy q)1<k<n-

(CCP 2007 PC)

On définit deux suites réelles (an)nen et (bn)nen par
la donnée de ay = a et by = 1 et la relation de récurrence
suivante.

Exercice 4

1 1
A1 = E(““ + ?)’
n

b1 = %(bn + i)

n

vneN,

Ecrire une procédure d’argument n € N qui retourne
le couple (an, by).

Exercice 5 Centrale 2007 PSI

Ecrire un algorithme qui calcule la plus petite solution
strictement positive de 1’équation

. X
sinx + 10 =0.

On vérifiera que cette solution est comprise entre 71/2 et 7.

Exercice 6 CCP 2008 PSI

Pour tout n € IN*, on pose

(_])k+1

SHZZT.

=1

~

Ecrire une procédure d’argument n € IN* qui re-
tourne la valeur de S,,.

CCP 2008 MP

La suite (bn)nen des entiers de Bernoulli peut étre
définie par la donnée de by = 1 et la relation de récurrence

—1 Y m+d
>1 = — .

Ecrire une procédure d’argument n € IN qui retourne
la valeur de b,,.

Exercice 7




Questions de programmation

Exercice 8 CCP 2008 TSI  Exercice 11 Centrale 2008 MP
On considere les matrices On considere une matrice tridiagonale inversible
Jfo1 o 1 b ]

A==1|1 0 1 et Xo=12 a
b C
010 0 SRR
) A= 4 b3 € M, ().
Pour tout n € N, on pose X;,+1 = AX,,. Ecrire une procé- ) y
dure d’argument n € N qui retourne la matrice X;00s- C Cned
an by

Exercice 9 Centrale 2008 MP

Soit A = (ai,j)1<i,j<n, Une matrice triangulaire supé-
rieure inversible. Pour tout w = (wq,...,wy) € K", le
systeme

Au=w

admet donc une, et une seule, solution u € K™. Les com-
posantes de u vérifient donc

1

Up = —Wp
Ann
1 n
V1<€<n, LL(Z*(WQ— Z (le,kuk).
Qe

k=(+1

Ecrire une procédure d’arguments A et w € K™ et qui re-
tourne u € K™.

Exercice 10 Centrale 2008 MP

Etant donnée une matrice inversible A € M, (K), on
construit de proche en proche une famille

(o= A1 A
de matrices
A= (Axliyil)y < jen

qu’on suppose toutes inversibles en effectuant les opéra-
tions suivantes :

Li<—Li—A[ k]

Vi<k<n Vk<i<n, #;’k]u{.
k Ly

On définit alors une matrice triangulaire supérieure U(A)
en posant

et une matrice triangulaire inférieure L(A) en posant

vi<ign,
V1I<j<isg,

1y

L(A)G, 1
i,jl = Anli,jl.

LA, j]

On peut démontrer que A = L(A)U(A) et qu'une telle fac-
torisation de A, dite factorisation LU, est unique.

Ecrire une procédure dont I’argument A est la matrice
A, qui donne la valeur A,, ala variable A et qui ne retourne
aucune valeur. (L'argument A est passé par adresse et non
pas par valeur.)

On pose 6o = 1, 81 = by et on définit dx pour tout
2 < k < n par la relation

Ok = brdr—1 — ck—1ardk—2.

Si tous les réels & sont différents de 0, alors la ma-
trice A peut s’écrire comme le produit LU d'une matrice
triangulaire inférieure

d; 7 Cq
L= én—]
"
ou 5
Vi<k<n, dp=—",
dr—1

par une matrice triangulaire supérieure

Ecrire une procédure d’arguments A et w € C" qui
retourne 1'unique solution u € C™ du systeme

Au=w

calculée au moyen de la factorisation A = LLL.

Centrale 2008 PC

Soit k € N*. On suppose données une suite (An)nen
de matrices inversibles de 91 (C) et une suite (b )nen de
vecteurs de Ck.

Quels que soient ng € N* et a € Ck, il existe une, et
une seule, suite (X, )nen de vecteurs de C* qui vérifie la
relation de récurrence

Exercice 12

YneEN, Xni1 =AnXn +bn

et telle que Xy, = a.

Ecrire une procédure ayant pour arguments deux en-
tiers n et ng et un vecteur a € Ck et retournant la vecteur
Xn € C.

= On supposera connues deux fonctions
A=k— Al et b=k~ byl

qui seront traitées comme des variables globales.



Questions de programmation

Exercice 13 Centrale 2008 PSI

Exercice 16 Centrale 2008 TSI

On consideére la procédure suivante dont les argu-
mentssonta € Cetb € N.

f:=proc(a,b)
local i,j,k;
i:=1; j:=a; k:=b;
while (k>0) do
if type(k,odd)
then i:=ix*j; k:=k-1;
else j:=j*%2; k:=k/2;
fi;
od;
i;
end;

1= On rappelle que type (k,odd) est un booléen qui est vrai
lorsque la variable k est un entier impair (=odd) et faux sinon.

Exprimer simplement la valeur de f(a, b).

Exercice 14 Centrale 2008 PSI

Soient a et b, deux réels fixés avec a # 1. On consideére
une suite u définie par la donnée de up € R et la relation
de récurrence suivante.

VnelN, upy1 =au,+b.
1. Ecrire une procédure calculi d’argument n € N qui
retourne la valeur de uy. (On considérera a et b comme
les valeurs de deux variables globales.)
2. On démontre que

vVneNN,

+a“(uo— ] Ea)'

En déduire une procédure calcul2 d’argument n € N qui
retourne la valeur de u,,. Cette procédure est-elle plus ef-
ficace que la procédure calcull?

3. Que faire pour obtenir une procédure réellement plus
rapide que calcull?

u, =
R

Exercice 15 Centrale 2008 PSI

Pour tout n € IN*, on pose

. an?z+b
nn+1)(cz+d) |’

Pn =

On considere alors une suite (qn)nen- définie par la don-
née de q; € R et la relation de récurrence suivante.
VnE]N*, qn+1 :(Pn(qn)-
En supposant définies quatre variables globales
contenant les valeurs de a, b, c et d, écrire une procédure
d’arguments q; € R et ¢ > 0 qui calcule les valeurs suc-

cessives de g jusqu’a ce que la variation entre qn1 et qn,
soit inférieure a ¢ et retourne la derniére valeur calculée.

Pour toute matrice A € S;(IR), onnote ¢1(A), la qua-
drique représentée par I'équation

[x y]Amzzzo

dans un repere orthonormé de R3.
1. Déterminer la forme de 1’'équation réduite de @1(A)

en fonction des signes de det(A) et de tr(A).
2. Ecrire une procédure d’argument A qui retourne la
nature de quadrique @1(A).

Exercice 17 Centrale 2009 PSI

1. Etant donnée une suite (an)nen de réels positifs, on
définit trois suites (pn)nen, (€n)nen et (An)nen par la
donnée de

Po=0, ego=1 Ao=ap
et la relation de récurrence suivante.

Pn—1 +1 si An1 2 Pn-1,

Zh Pn Pn_1 sinon,
e = £‘n—]/z siAn— >pn—1/
n €n—1 sinon,

et An=A._1+ anén.

En supposant que ap = 1 et que

9
21, an=—+—-,
vn At

écrire une procédure exemple d’argument n € N qui re-
tourne la liste

[0, oy €0y Acly -+« [N, Py €my Anl].

2. La suite (pn)nen étant définie comme a la question
précédente, on admet qu’on peut définir une suite stricte-
ment croissante d’entiers (ny)xen en posant ng = 0 et

VkeN, mngp=min{n>ng:pn=1+pn_1}.

En supposant que

1
an = ——,

VneN, ——

écrire une procédure indexer d’argument n € N et qui
retourne la liste

[10,m0l, [1,m1],.., [qy 1]

ol q est le plus grand entier k tel que ny < n.



Questions de programmation

Exercice 18 Centrale 2009 PSI

Exercice 20 Centrale TSI 2009

On fixe x € R et, pour tout n € N*, on pose

On définit trois suites d’entiers naturels (pn)nen, (qn)nen
et (Sn)nen~ et une suite réelle (X, )nen par la donnée de

po:qo:O et }_—.OZO

et la relation de récurrence suivante.

qn+1 = qn + 1
siS, >x: Pnt1 = Pn

Vne N*, Sn+1 = an+1 -1
qn+1 = qn

sinon : Pnt1 = Pn + 1
Sn+1 = 2pn+1

et Tn=2Xn_1+1Us,.,,-

Ecrire une procédure d’argument n € IN qui retourne
la liste [s1,82y...,Sn].

Exercice 19 Centrale 2009 TSI

Pour tout x > —1, on pose

x t

f(x) :XL 1e+t

dt.

1. Pour xix = k/n avec k € N, la méthode des trapezes
donne

kT 1 k-1 ei/n ek/n
Yk = n[Zn = nri 2(n+k)}

pour valeur approchée de f(x).
Pour xx = k/n avec —n < k < —1, la valeur appro-
chée devient

-1 .
el/TL

k[ 1 ek/n
ykn{h—ki;]n—i—i—FZ(n#—k)}

Fcrire une procédure d’arguments (m,n) € N* x N* qui
retourne la liste (yx ) —n<kxgm-

2. Pour tout n € N, la fonction f admet un développe-
ment limité & ’ordre n au voisinage de 0 :

f(x) = ) Mex* + o(x")
k=2

ouA, =1let

1 k—1
)\k+1zﬁ_ >

vk > 2, Ak

Ecrire une procédure d’arguments n > 2 et X qui retourne
la partie réguliere du développement limité a 1’'ordre n de
f(x) au voisinage de 0 sous la forme d'un polynéme en
I'indéterminée X.

On considere une suite (un )nen qui vérifie la relation
de récurrence :

YyneNY (n+1Duy +nu, —un_q =0.

Ecrire une procédure d’arguments (n,x,y) € N x R? qui
retourne la valeur de u,, lorsque up = xetu; =vy.

Centrale 2010 PC

Les polyndmes de Tchebychev (T, )nen sont définis
par la donnée de Tp = 1, Ty = X et la relation de récur-
rence

Exercice 21

Vn S N, TTL+2 = ZXTn+1 - Tn.
Ecrire une fonction tchebychev d’argument n € N qui re-
tourne l'expression développée du polynoéme T,,.
Centrale 2010 TSI
1. On considere la fonction f définie par
1
Cx— ¥

Pour tout nombre irrationnel xo > 0, on admet qu’il existe
une suite (un)nen définie par up = x¢ et

Exercice 22

f(x)

VneN, upi="flun).

On pose alors a,, = |un |. (La suite (an)nen ainsi définie
est le développement en fraction continue de x,.)
Ecrire une procédure d’arguments xp et n € N qui
retourne la valeur de a;,.
5 Utilise £loor pour calculer la partie entiére.
2. On définit deux suites (pn)nen et (gn)nen par
qo=1, p1=acar+]1,

Po = ao, q1 =

et les relations de récurrence suivantes :

vn > 2, Pn = QnPn-1 +Pn-2,
Jn = AGngn—1 + Jqn—2
et on pose
VynelN, = p—n.
dn

Ecrire une procédure d’arguments xo > O etn € N
qui retourne la valeur de T+,.

CCP 2010 TSI

On considere trois suites réelles (Xn )nen, (Yn)nen et
(zn)nen définies par la donnée de

1
onyozz,

Exercice 23

Zy = 0
et la relation de récurrence couplée :

10xn4+1 = 7xn + 4yn + 5z,
10Yyn+1 = 3xn + zn .
1OZn+1 = 6yn + 4z,

Vn e,

Ecrire une suite d’instructions permettant de calculer le
triplet (x2010,Y2010,22010)-



Questions de programmation

Exercice 24 CCP 2010 TSI

Exercice 25 CCP 2011 MP

1. On consideére les instructions suivantes.

u:=0.1:

for k from 1 to 8 do
u:=-k*u/10:

od;

u;

Quel est la valeur affichée lors de I’exécution de ces ins-
tructions ?

2. Expliquer comment modifier ces instructions pour
calculer la valeur de

Etant donnée une matrice A € ST (R), il existe une,
et une seule, matrice triangulaire supérieure T sont les co-
efficients diagonaux sont positifs telle que

A ="TT.

Cette factorisation est la décomposition de Choleski de la
matrice A.

Réciproquement, si la matrice A peut étre factorisée
de la sorte, elle est symétrique et définie positive.
1. Traduire I'équation A = *TT sous la forme d'un sys-
téme triangulaire.
2. Fcrire une procédure d’argument A € S3(R) et re-
tournant la matrice T € M3(IR) dans le cas ot1 A est définie
positive, et un message d’erreur dans le cas contraire.



