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N’oubliez en aucun cas de recopier votre uy
a 'emplacement prévu sur votre fiche réponse

Important.

Sur votre table est indiqué un numéro ugy qui servira d’entrée a vos programmes. Les
réponses attendues sont généralement courtes et doivent étre données sur la fiche réponse
fournie a la fin du sujet. A la fin du sujet, vous trouverez en fait deux fiches réponses. La
premiere est un exemple des réponses attendues pour un g particulier (précisé sur cette
méme fiche et que nous notons avec un tilde pour éviter toute confusion!). Cette fiche
est destinée a vous aider a vérifier le résultat de vos programmes en les testant avec g
au lieu de ug. Vous indiquerez vos réponses (correspondant a votre ug) sur la seconde et
vous la remettrez a I'examinateur a la fin de I'épreuve.

En ce qui concerne la partie orale de I'examen, lorsque la description d’un algorithme
est demandée, vous devez présenter son fonctionnement de fagon schématique, courte et
précise. Vous ne devez en aucun cas recopier le code de vos procédures!

Quand on demande la complexité en temps ou en mémoire d’un algorithme en fonction
d’un parametre n, on demande ’ordre de grandeur en fonction du parametre, par exemple:
O(n?), O(nlogn),...

Il est recommandé de commencer par lancer vos programmes sur de petites valeurs des
parametres et de tester vos programmes sur des petits exemples que vous aurez
résolus préalablement a la main ou bien a l’aide de la fiche réponse type
fournie en annexe. Enfin, il est recommandé de lire I'intégralité du sujet avant de
commencer afin d’effectuer les bons choix de structures de données des le début.







1 Introduction

On s’intéresse a un serveur dont le role est de télécharger des pages Web et de les fournir
a un utilisateur. Le serveur possede une mémoire propre, qu’on appelle cache, qui lui sert
a stocker des pages Web afin de limiter le nombre de téléchargements. Ce cache est de
taille limitée, et peut stocker jusqu’'a k pages Web (on suppose que toutes les pages ont
la méme taille). Lorsque I'utilisateur soumet une requéte pour une certaine page Web, le
serveur doit d’abord charger la page dans son cache si elle ne s’y trouve pas déja, puis il la
transmet a 1'utilisateur. Lors d’un chargement, si le cache est plein, il doit décider quelle
page doit étre évincée du cache. Si le cache n’est pas plein, ou que la page demandée est
dans le cache, il n’est pas nécessaire d’éliminer une page du cache.

On ne considere pas ici les problemes de mises a jour des pages : lorsqu’une page est dans
le cache, elle peut étre fournie directement a 1'utilisateur.

On se propose d’étudier les stratégies de gestion du cache, dans le but de minimiser
le nombre de chargements de pages, pour des séquences de requétes soumises par un
utilisateur. On considere qu’il existe P pages possibles, référencées par leur numéro, entre
0 et P — 1. Sauf mention contraire, on considere que le cache est vide avant la premiere
requeéte.

2 Génération de séquences de requétes

Considérons la suite d’entiers (uy) définie pour k£ > 0 par :

votre uy (@ reporter sur votre fiche) si k=0
Ur =
’ 15091 X up_; mod 64007  sik>1

Question 1 Que valent : a) ujg b) w100 ) u1000

On considere la séquence S, p de n pages S, p(0),...,S, p(n — 1) définie par

1000
)= [2xPx(1-
Sn,p(k) L X P x ( (ur mod 1000) + 1000>J

Question 2 Donnez les séquences suivantes : @) Sq10 b) Si20 ) Si30

Question 3 Combien de chargements sont nécessaires pour traiter les séquences suivantes
avec un cache de taille un (une seule page peut étre stockée) 7

a) 55,5 b) 550,5 C) 5500,5
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3 Stratégies classiques

On considere la stratégie FIFO (de 'anglais First In, First Out) : lorsqu'une page doit
étre éliminée du cache, on choisit toujours celle qui a été chargée la premiere, parmi toutes
les pages du cache.

Question 4 Donnez le nombre de chargements nécessaires a la stratégie FIFO pour traiter
les séquences suivantes avec un cache de taille k :
a) Sioe, k=3 b) Ss0.20,k = 10 c) Sso0,50, k = 10 d) Sso00,50, k = 10

Pour prendre en compte le fait que certaines pages reviennent plus souvent que d’autres,
on définit la stratégie LRU (de Panglais Least Recently Used) : dans cette politique,
lorsqu’une page doit étre évincée du cache, on choisit celle dont la derniere requeéte est la
plus ancienne.

Question 5 Donnez le nombre de chargements nécessaires a la stratégie LRU pour traiter
les séquences suivantes avec un cache de taille k :

a) Sioe, k=3 b) S50.20,k =10 c) Ss00,50, k = 10 d) S5000,50, k = 10
Question a développer pendant ’oral : Donner la complexité de votre algorithme.

On définit enfin la stratégie LFU (de I'anglais Least Frequently Used), qui conserve, pour
toutes les pages du caches, le nombre de requétes a ces pages. Lorsqu’une page doit étre
éliminée du cache, on choisit celle dont le nombre de requétes est le plus faible. En cas
d’égalité, on utilise la politique LRU pour choisir la page a éliminer parmi celles dont le
nombre de requéetes est minimal.

Question 6 Donnez le nombre de chargements nécessaires a la stratégie LE'U pour traiter
les séquences suivantes avec un cache de taille k :
a) Sioe, k=3 b) Ss0,20, k = 10 c) Sso0,50, k = 10 d) Ss000,50, kK = 10

Les parties 4, 5 et 6 sont indépendantes, et de difficulté croissante.

4 Stratégie optimale

Dans cette partie, on considere que 1’on connait a ’avance toute la séquence de requétes
de pages. Bien str, cette hypothese est irréaliste en pratique, mais elle permet de concevoir
un algorithme optimal, et de comparer les autres stratégies par rapport a cet optimal.
On peut montrer que si 'on connait la séquence des requétes, et qu'une page doit étre
évincée du cache, la stratégie optimale est de choisir celle qui réapparait le plus loin
possible dans la séquence : ce peut étre soit une page qui ne réapparait plus du tout,
soit, si toutes les pages en cache réapparaissent dans la séquence, celle dont la prochaine
occurence est la plus tardive.

Question 7 En vous appuyant sur l’observation précédente, calculez le nombre minimal
de chargements de pages nécessaires pour traiter les séquences suivantes, avec une taille
de cache k :

a) Sioe k=3 b) Ss0.20, k =10 ) Ss0.50, k = 10 d) Ss000,50, k = 10
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On considere un algorithme A quelconque pour le probléeme du cache (qui ne connait pas a
I'avance la séquence de requétes), et 1’algorithme optimal ci-dessus, noté OPT. On suppose
que A dispose d'un cache de taille kyet OPT d’un cache de taille kopr, avec kopr < ka.
Initialement, les caches sont pleins : 'ensemble des pages initialement dans le cache de A
est noté ST alors que 'ensemble des pages dans le cache de OPT est noté Sinit,
On considere la séquence de pages décrit par ces deux étapes :

1. Les ka — kopr + 1 premicres pages de la séquence ne sont ni dans ST ni dans Sit.

On note S; 'ensemble de ces pages.

2. Les kopr — 1 pages suivantes sont définies de la fagon suivante : a chaque instant,

on choisit une page de S U S; qui n’est pas dans le cache de A.

Questions a développer pendant ’oral :

(a) Justifiez que pour la deuxiéme étape, on peut toujours trouver une page de St U S,
qui n’est pas dans le cache de A.

(b) Calculez le nombre de chargements de pages pour l'algorithme A, ainsi que pour OPT.

(¢) En déduire une borne sur lefficacité d'un algorithme ne connaissant pas a l’avance la
séquence de pages.

5 Réordonnancement partiel

Dans cette partie, on suppose que l'on connait les r prochaines requeétes, a partir de la
premiere requéte non traitée, et que I'on peut choisir de servir n’importe laquelle de ces
requétes. Formellement, pour une séquence de pages po, ..., Pn—_1, Si la premiere requéte
non traitée est p;, on peut traiter toute requéte dans la fenétre [p;, pit1, ..., Pizr—1]. Une
requéte traitée est marquée comme telle, mais n’est pas supprimée de la fenétre.

On considere la stratégie suivante : tant qu’il est possible de traiter des requétes dans la
fenétre sans chargement de pages, on les traite (et on déplace la fenétre le plus possible
vers la droite). Quand il n’est plus possible de traiter de requéte sans chargement, on
traite la premiere requéte de la fenétre (et donc on fait un chargement). Lorsqu’'une page
doit étre éliminée du cache, on utilise la stratégie FIFO décrite a la partie 3.

Question 8 Donnez le nombre de chargements nécessaires pour traiter les séquences sti-
vantes a ’aide de cette stratégie, avec un cache de taille k et une taille de fenétre r :

a) 81076, k= 3,7” =2 b) 550720,]{3 = 10,T =5 C) S500750, k= 10,’/" =10
d) 55000750, k= 10, r=10

On cherche a calculer le nombre minimal de chargements nécessaires pour une séquence
que 'on connait completement a l'avance. On suppose ici que le cache peut contenir
une seule page (k = 1). On appelle q1, qa, . . ., ¢ les premieres instances des pages de la
fenétre qui ne sont pas dans le cache.

Questions a développer pendant 1’oral : Justifiez que, dans I'algorithme optimal, si

on note [p;, Pit1,-- -, Pirr—1) la fenétre & un instant donné, alors

(a) q1 = pi,

(b) lorsque les pages de la fenétre qui sont déja présentes dans le cache ont été servies,
on peut se restreindre a traiter soit gy, soit gs.

3/4



On considere une fenétre de taille r = 2. On note (7, b, x) 1'état du systeme, défini de la

fagon suivante :

— 7 est l'indice dans la séquence py, ..., p,_1 de la premiére requéte non traitée (donc la
fenétre est [p;, piv1]);

— b=1sip;y1 a déja été traitée, et 0 sinon;

— x est la page présente dans le cache.

On note C(,b, x) le nombre minimal de chargements pour atteindre ’état (i, b, z). Si cet

état n’est pas accessible, on note C(i,b,x) = L.

Question a développer pendant 1’oral : Donnez les états accessibles a partir de
(1,b, x), ainsi que le nombre minimal de chargements nécessaires pour les atteindre.

NB : La programmation nécessaire pour la question suivante est particulicrement délicate.
On conseille aux candidats d’aborder d’abord la question 10, avant de revenir sur cette
question.

Question 9 Calculez le nombre minimal de chargements nécessaires pour traiter les sé-
quences suivantes avec un cache de taille k = 1 et une fenétre de taille r = 2 :

a) 510,6 b) 550,20 C) 5500,50 d) 55000,50

Question a développer pendant ’oral : Quelle est la complexité de votre algorithme ?
Comment peut-on I'améliorer 7 Comment pourrait-on l'adapter pour prendre en compte
une fenétre de taille quelconque ?

6 Coits de chargement variables

Dans cette partie, on considere que les pages a charger proviennent de sources diverses, et
que certaines sont plus colteuses que d’autres a charger. Chaque page p (p € {0,..., P —
1}) est donc munie d’un cout ¢(p), qui correspond & un prix a payer lors du chargement
de la page, et défini par :
400 x u
c(p) =1+ | —=2
») { 64007 J

Le cout de traitement d’une séquence de requétes est donc la somme des cotits de pages
qui doivent étre chargées dans le cache, pour une politique donnée.

Question a développer pendant 1’oral : On considere un cache de taille 2, et une
séquence de pages (po,. . .,Pn-1). Pour x # p;, on note C(i,x) le cout minimum pour
atteindre la page p; dans la séquence de pages avec p; et x dans le cache. Pour simplifier,
on pourra considérer que le cache contient toujours 2 pages, et qu’il y a nécessairement
deux chargements initiaux. Donner une expression de C(i,2) en fonction des C'(i — 1,y)
(pour ¢ > 0) ainsi que C'(0,z). On prendra soin de distinguer tous les cas, en fonction des
valeurs de p;, p;_1 et x.

Question 10 En déduire le cout optimal pour traiter les séquences suivantes, avec un
cache de taille 2 :

a) 510,6 b) 550,20 C) 5500,50

Question a développer pendant ’oral : Quelle est la complexité de votre algorithme ?
Comment l'adapter pour connaitre la stratégie optimale (I’ordre des pages évincées) 7
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Fiche réponse type: Cache de pages Web

up : 12
Question 1 Question 5
) | 4406 2 |8
b | 32804 p | 25
o | 12616 o | 39
Question 2 ) 3846
2 | 0,164
Question 6
o | 02138 o |7
o | 04,2012 n | 28
Question 3 0 396
4
Y o | 3767
38
b) Question 7
o | 38 2 |0
Question 4 b) 18
a) 7
o | 249
20
V) 5 | 2392
o | 38
Question 8
a | 3366 o |7
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930

5945
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Fiche réponse: Cache de pages Web

Nom, prénom, Ug: ...,

Question 1
a)
a)
b)
b)
c)
c)
d
Question 2 )
Question 6
a)
a)
b)
b)
c)
Question 3 )
a) d)
Question 7
b)
a)
c)
b
Question 4 )
a) c)
b) d)
Question 8
c)
a)
d)
b
Question 5 )
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